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1. 

(1.1) 𝑦′′ − 2𝑦′ − 3𝑦 = 0 

 

特性方程式 𝜆2 − 2𝜆 − 3 = (𝜆 + 1)(𝜆 − 3) = 0 より，λ = −1, 3 

したがって一般解は 

𝑦 = 𝐶1𝑒3𝑥 + 𝐶2𝑒−𝑥 

(1.2) 𝑦′′ + 4𝑦 = cos(2𝑥) 

 

特性方程式 𝜆2 + 4 = 0 より，λ = +2𝑖 

したがって同次解は 

𝑦 = 𝐶1 cos(2𝑥) + 𝐶2 sin(2𝑥) 

 

右辺cos(2𝑥)も同次解に含まれているため 

𝑦′′ + 4𝑦 = cos(2𝑥) の特殊解をY(𝑥) = 𝑥(𝐴 cos(2𝑥) + 𝐵 sin(2𝑥))とおくと 

Y(𝑥) =
𝑥

4
sin(2𝑥) 

したがって，非同次系の一般解は 

𝑦 = 𝐶1 cos(2𝑥) + 𝐶2 sin(2𝑥) +
𝑥

4
sin(2𝑥) 

 

(1.3) 𝑦′′′ − 3𝑦′′ + 4𝑦 = 0 

特性方程式 𝜆3 − 3𝜆2 + 4 = (𝜆 + 1)(𝜆 − 2)2 = 0 より，λ = −1, 2 (重解) 

したがって，同次系の一般解は 
y = C1𝑒−𝑥 + (C2 + C3𝑥)𝑒2𝑥 

 

(1.4) 𝑦′′′ − 3𝑦′′ + 4𝑦 = 5𝑥 + 8𝑒3𝑥 

同次系の一般解は(1.2)の通りである． 

ここで， 

𝑦′′′ − 3𝑦′′ + 4𝑦 = 5𝑥  の特殊解Y(𝑥)は
5

4
𝑥 

 

𝑦′′′ − 3𝑦′′ + 4𝑦 = 8𝑒3𝑥  の特殊解をY(𝑥) = A𝑒B𝑥とおくと， 

Y′(𝑥) = AB𝑒B𝑥 
Y′′(𝑥) = AB2𝑒B𝑥 
Y′′′(𝑥) = AB3𝑒B𝑥 

 

Y′′′ − 3Y′′ + 4Y = (AB3 − 3AB2+4A)𝑒B𝑥 = 8𝑒3𝑥 
より，B = 3,   A = 2  

Y(𝑥) = 2𝑒3𝑥 

 

𝑦 =
5

4
𝑥 + 2𝑒3𝑥 + C1𝑒−𝑥 + (C2 + C3𝑥)𝑒2𝑥 
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2. 

(2.1) Let A and B be the points where the tangent to 
𝑥2

𝑎2 +
𝑦2

𝑏2 = 1  intersects with the x-axis and y-axis, 

respectively. Find the minimum length of the line segment AB. 

 

(2.2) Calculate the following equation.   ∬ √
1−𝑥2−𝑦2

1+𝑥2+𝑦2𝐷
𝑑𝑥𝑑𝑦，𝐷 : 𝑥2 + 𝑦2≦1 

 

(1) 接点を P(acos，bsin)とする． 

  
𝑥2

𝑎2 +
𝑦2

𝑏2 = 1を x について微分すると 

2𝑥

𝑎2 +
2𝑦

𝑏2

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 0 ⇔ 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= −

𝑏2

𝑎2

𝑥

𝑦
 

  これより接線の傾きは 

 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= −

𝑏cos𝜃

𝑎sin𝜃
 

  よって接線は 

 𝑦 − 𝑏sin𝜃 = −
𝑏cos𝜃

𝑎sin𝜃
(𝑥 − 𝑎cos𝜃) ⇔ 

cos𝜃

𝑎
𝑥 +

sin𝜃

𝑏
𝑦 = 1 

  したがって OA，OB は 

 𝑂𝐴 =
𝑎

cos𝜃
， 𝑂𝐵 =

𝑏

sin𝜃
 

  よって AB は 

 𝐴𝐵2 =
𝑎2

cos2𝜃
+

𝑏2

sin2𝜃
 

  この式を f()とおくと 

 𝑓(𝜃) =
𝑎2

cos2𝜃
+

𝑏2

sin2𝜃
 

 𝑓′(𝜃) =
2𝑎2sin𝜃

cos3𝜃
−

2𝑏2cos𝜃

sin3𝜃
= 2𝑎2 cos𝜃

sin3𝜃
(tan4𝜃 −

𝑏2

𝑎2) 

  図の対称性から第 1 象限についてのみ考え，このときの範囲は0 < 𝜃 < 𝜋 2⁄ である．増減表は 

 0 tan-1√𝑏 𝑎⁄  𝜋 2⁄  

f’() － 0 ＋ 

f() ↘ 最小値 ↗ 

  よって，𝜃 = tan-1√𝑏 𝑎⁄ のとき f()は最小となる．このとき，tan2𝜃 =
𝑏

𝑎
となるので， 

 cos2𝜃 =
𝑎

𝑎+𝑏
，sin2𝜃 =

𝑏

𝑎+𝑏
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これより 

 𝑓(𝜃) =
𝑎2

cos2𝜃
+

𝑏2

sin2𝜃
= 𝑎(𝑎 + 𝑏) + 𝑏(𝑎 + 𝑏) = (𝑎 + 𝑏)2 

  ゆえに線分 AB の最小値は(𝑎 + 𝑏) 

 

(2) 𝑥 = 𝑟cos𝜃，𝑦 = 𝑟sin𝜃とおくと𝐷 : 𝑥2 + 𝑦2≦1 より 0≦r ≦1，0≦ ≦2となる．よって 

 ∫ √
1−𝑟2

1+𝑟2 𝑟𝑑𝑟 ∫ 𝑑𝜃
2𝜋

0

1

0
 

  ここで、𝑟2 = 𝑡とおくと，2𝑟𝑑𝑟 = 𝑑𝑡，0≦t ≦1 より 
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